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Por Bernardo Cascales fecha 21:41 , 19/12/2011

FUNCIONES ESPECIALES

Titulo de la ~=*=
Objetivos

@ Extender la funcién factorial a C: funcién I,

@ Obtener distintas expresiones para la funcién [ asi como su
relacién con otras funciones clasicas.

@ Introducir la funcién { de Riemann.
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Proposicién

La funcion dada por FINAL
[(z):= ! — = le—ﬂﬁ(uf)—lei j

_EE}'ZHLl(l"’%)E - — n

es meromorfa en C, tiene polos simples en {0,1:2,...} siendo

Res(l,—n) = %, para n=0,—1,—2,... y satisface la ecuacién
funcional:

o [(z+1)=2zl(z), para z€ C\ {0,—-1,-2,... }.

o [(1)=1.

Por)\ewxoe O\EV\AO%%YOV Q\llov’o. les 5\8&1\&)&% \Dvopledade% de

\CL 9\1 \n(‘_\or\n .D

Proposicién: Férmula de Gauss

: n!n?
r(z):hg]z(z—i—l)...(z—i—n)’

para cada z€ C\ {0,—1,—-2,...}.
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para cada z€ C\ {0,-1,-2,...}.
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Pruébese que:
o La funcién @1(z) := [{ " e tt7"1 esta definida para cada
z € Cy que @ € H(C).
@ La funcion @o(z) = fﬂl e~ tt?~1 estd definida para cada z € C,
con Rez >0y que ¢ € #({z€C:Rez > 0}).
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Proposicién

Para z € C con Re z > 0 se tiene la igualdad
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Aspectos a estudiar para la funcién §

Aspectos a estudiar

@ Definicion de la funcién (.
@ Factorizacién de Euler de |a funcion .

@ Relacién entre las funciones I' y {: extensién de { a una funcién
meromorfa en C.

@ Ecuacién funcional Riemann: ceros triviales de la funcién (.

@ La conjetura de Riemann.

Lo vamevs qrwe, ‘lw.ce_vnos es de{:mir [q p\muoru 5 comod
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La funcion £ de Riemann, se define en el semiplano
Q= {z € C:Rez > 1} mediante la suma de la serie
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Holomorfia — PRO POSLCION

La serie que define { converge uniformemente sobre cada
compacto K C €, y asi, { es una funcién holomorfa en el

semiplano {z € C: Rez > 1}. (
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Proposicién - Euler

Si (pn)n s la sucesién de los ndimeros primos (2,3,5,7,...) vy
Rez > 1, entonces se verifica que

t-M—=  |FINAL]

n=1

donde el producto converge uniformemente sobre cada compacto
KC{z€C:Rez>1}.
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extender la funcién { a una funcién meromorfa en C, llegando a

A partir de aqui comentamos (sin demostracién) como se puede
plantear la conjetura de Riemann.

El ofumno se debe convencer de qe el s% uente e_jerci clo es clerk.

Ejercicio (PRIMER PASO)

La integral F(z) = U+m£dt define una funcién holomorfa en el

semiplano Q = {z:Rez > 1}. En concreto:

- o =l :
i) La integral Fo(z) :f{}l ﬁdr converge uniformemente sobre
compactos en €2 y define una funcion holomorfa.

’ : == ,
ii) La integral F1(2) = [ Efz—_ldr converge uniformemente sobre
compactos de C donde define una funcién entera.




Resueo eferich anterior se demvestira o vguoldod:

Proposiciéon (SEGUNDO PASO)

Si Rez = 1 se verifica

-
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Ejercicio (TERCER PASO)

La funcién F(z) = fi"™ Efr;I,dt definida y holomorfa en 2= {z:Rez > 1} se

puede prolongar a una (unica) funcién F € .# (C) con polos simples en
{1,0,—1,—3,—5,---— (2n+1)....}.
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Teorema (CUARTO PASO)

La funcion { se puede prolongar analiticamente a una funcién meromorfa en C
con un tnico polo simple en z =1y ceros en los puntos {—2n: n€ N} que
satisface la Ecuacion Funcional de Riemann
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Conjetura de Riemann

@ Como consecuencia de la Ecuacion Funcional de Riemann, la funcién £
tiene ceros triviales en {—2,—4,—6,... }.

@ La funcién £ no tiene ceros en Rez > 1 (utilizar la formula de Euler).

@ El gran problema era/es estudiar los ceros de { en |la banda critica
B={zeC:0<Rez <1}.

@ En 1859 Riemann afirmé que la funcién { tiene infinitos ceros en la banda
B y que el nimero de ceros N(T) en Bri{zeC:0< 3z < T} verifica

1+ log2m

N{T}:%TIGgT— T+ 0O(log T)

@ Hadamard demostré la primera afirmacion en 1959, Mangolet demostré
la segunda en 1905.

@ Riemann formulé la conjetura de que todos los ceros de { en |a banda

critica estan concentrados en la recta Rez = %

@ Hardy demostré en 1915 que { tiene infinitos ceros en Rez = %

@ En 1075 Levison demostré que Rez :% contiene asintéticamente mas de

1/3 de los ceros que { tiene en la banda B.

1 PROBLEMA 1 MILLON: http://www.claymath.org/millennium /

@ La conjetura de Riemann es uno de los problemas mas
famosos de las matematicas que atn sigue abierto.

o WIKIPEDIA: The Riemann hypothesis is one of the most
important open problems of contemporary mathematics; a
$1,000,000 prize has been offered by the Clay Mathematics
Institute for a proof. Most mathematicians believe the
Riemann hypothesis to be true.




Los 7 problemas del millon

Clay Mathematics Institute
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Millennium Problems

In order to celebrate mathematics in the new millennium, The Clay
Mathematics Instituke of Cambridge, Massachusetts [CM1) has named seven
Prize Problems, The Sdantific Advisory Board of CMI selacted these problems,

focusing on important classic guestions that have resisted solution over the

years, The Board of Directors ot CMI designated & §7 milon prize tund for the
solution to these prabl=ms, with 1t million 2llzcated to =ach. During the
il annium Meeting held on May 24, 2000 at the Collkge de France, Timothy

Coware pragantad a lactura artifed The Impartanoe of Mathematics, aimad for
the general public, whilz John Tatz and Michael Ativah spoke on the probleme.
The CMI invited spedzliste 1o formulate each problem.

i delivered his

1900, Ciavid Hilber
famous lecture about open mathematical problems at the second Intematiznal

Cne hundred years earlier, on Sugust 3

Congress of Mathematizians in Paris. This influznced aur decision to announce

the millennium problems as the central theme of a Pans meating.

The rules for the award of the prize have the endorzement of the CMI Sciertific
Advicory Board and the approval of the Directors. The members of thess
baards have tha responsibility to presarve the nature, the ink=grity, and the

epirik ot thiz prize.
Paric, Map 24, 2000

Fleaze send inguirizs regarding the Millennium Prize Problems o

prize.probleme Bolaymath.org.
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Clay Mathematics Institute

Clay Mathematics Institute y la Conjetura de Riemann

: Dedicated to increasing and disseminaiing mathematical imowledge

i
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Riemann Hypothesis

Some numbers have the special property that they cannot be expreszed as the
product of twa smaller numbers, 2.0, 2, 3, 5, 7, stc. Such numbers are called
prume numbers, and :|1‘.'!':' :Z"l-"':‘ B I|1'|.1|::r|.1 T role, both In pure machematics and
its applications, The distnibution of such prime numbers amang all natura
numbsrs does not follow any regular pattern, howswver the Garman
mathematician G.F.5. Riemann [1826 - 1268 obhserved that the frequency of

prime numbers 15 very dosely related to the behavier of an elaborate function
sl =1+ 1/ + 1737+ 14 + ..

called the Riemann Jeta function. The Riemann hypothesis asserts that a

interasting sclutions of the equabon
ils) =10

liz on a certain vertical etraight lins. This has besn cheacked for the first
1,500,000,000 solutions, A proof that it s trus for every interesting solubon
wiould shed hght on many of the mysteres surrounding the distnbubon of
prima numbsre.

SCHOLARE PUBLICATIONS
*The Mill=nmium Problams
k B - —

Enrico Bombieri
Riemann Hypothasis (20047 —
Fater Sarnak

b Llecture by Jeff waaler 3t the
University of Texas (vid=o)

F Facsimile of Biemann's 1053
manuscr ot




